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ESPACES DE BANACH SUPERSTABLES, 
DISTANCES STABLES ET 

HOMEOMORPHISMES UNIFORMES 

PAR 

Y V E S R A Y N A U D  

ABSTRACT 

We introduce here the notion of superstable Banach space, as the superproperty 
associated with the stability property of J. L. Krivine and B. Maurey. If E is 
superstable, so are the Lp(E) for each p E[1,  +oc[. If the Banach space X 
uniformly imbeds into a superstable Banach space, then there exists an 
equivalent invariant superstable distance on X;  as a consequence X contains 
subspaces isomorphic to I r' spaces (for some p E[l,oo[). We give also a 
generalization of a result of P. Enflo: the unit ball of co does not uniformly 
imbed into any stable Banach space. 

Introduction 

La notion d'espace de Banach stable a 6t6 introduite par J. L. Krivine et B. 

Maurey dans [13]. Rappelons qu'un espace de Banach s6parable E est dit stable 

quand pour routes suites (x,)~= 1, (y,,)m = ~ born6es dans E, et tous ultrafiltres ~ et 

sur N, on a: 

lim lim [[ x, + ym l[ = lim lim 1[ x, + ym ]l" 
n ,~  m,'V rn,~" n ,~  

Rappelons aussi que si E est un espace stable, il en est de m~me des LP(E) 
(pour tout p E [1,~[), et que E contient, pour tout e > 0, et un certain p E [1,oo[, 

un sous-espace (1 + e)-isomorphe /~ l p. 

On s'int~resse dans cet article ~ la superpropri6t6 (selon la terminologie de 

[11]) associ~e ~ la propri6t6 de stabilit& 

DEFXNmON 0.1. L'espace de Banach E est dit superstable lorsque tout 

espace de Banach finiment representable dans E est stable (ou, ce qui revient au 

rn6me, route ultrapuissance de E est stable). 
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(On renvoie h [11], [4], [15] pour les notions de finie repr6sentabilit6 et 

d'ultrapuissance d'espaces de Banach). 

I1 est clair que les espaces vectoriels norm6s de dimension finie sont 

superstables, ainsi que les espaces de Hilbert. I1 en est de m6me des espaces L p 

(de fonctions num6riques), car leurs ultrapuissances sont encore des espaces L p. 

(Voir [4]). Un peu plus g6n6ralement les espaces d'Orlicz "proches" des espaces 

L p, envisag6s dans [4], sont superstables. 

Le principal r6sultat de conservation de la superstabilit6 expos6 ici est le 

suivant: 

THI~ORI~ME 0.1. Si E est un espace de Banch superstable, alors pour tout espace 

probabilis~ (12,~,P), et tout p E [1,~[, l' espace L p (O, ,~ ,P ;E)  est superstable. 

La d6monstration de ce r6sultat utilise la notion de "fonction superstable", et 

notamment le th6or~me de repr6sentation des fonctions num6riques supersta- 

bles, expos6s dans la partie I ci-dessous. 

On d6veloppe ensuite une application, sugg6r6e par B. Maurey, h la th6orie 

des "hom6omorphismes uniformes" entre espaces de Banach (voir notamment 
[7]). Un plongement uniforme ~ : X---~ Y de l'espace m6trique X dans l'espace 

m6trique Y est une injection qui est un isomorphisme pour les structures 

uni[ormes de X et th (X). Par ailleurs, disons qu'une distance 8 sur un ensemble 

X est stable (resp. superstable) quand les restrictions de t5 aux produits B x B '  
de 8-born6s de X sont stables (resp. superstables) comme fonctions de deux 

variables (cf. partie I ci-dessous). On a alors le: 

THI~ORI~ME 0.2. Soit E un espace de Banach supersable. Sur tout espace de 

Banach se plongeant uniform~ment dans E, il existe une distance invariante (par 

translation), uniform~ment dquivalente ?t la norme, et superstable. 

La question reste ouverte de savoir si dans ces conditions X poss~de en [ait 

une norme 6quivalente stable. 

COROLLA1RE. SOUS les hypotheses du thdor~me 0.2, E contient des sous espaces 

isomorphes ?tun espace I p (pour un p ~ [1,~[). 

En effet, si l 'espace de Banach X poss~de une distance 6quivalente invariante 

et stable, on peut, mutatis mutandis, lui appliquer la m6thode mise en oeuvre 

darts [13] pour les espaces de Banach stables, de sorte que X contient des 
sous-espaces isomorphes ~t un espace I p (pour un p E [1,ooD: cf. le th. 4.1. 

Le cas p = o0 dans ce qui pr6c~de est exclus par l'6tude des plongements 

uniformes de Co. Rappelons que P. Enflo a montr6 (volt [6]) que co (et m6me la 
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boule-unit6 de Co) ne se plonge pas uniform6ment dans un esp~ice de Hilbert. I1 

r6sulte de la partie V ci-dessous qu'en fait la boule unit6 B~ o n e  se plonge 

uniform6ment dans aucun espace stable. En fait, si la boule-unit6 Bx d'un 

espace de Banach X possbde une distance 6quivalente stable, alors route suite 

basique 6cartable de X est inconditionnelle (et de plus tout modble 6ta16 basique 

est inconditionnel). 

I. Fonctions superstables de deux variables 

Dans cette partie on consid~re des fonctions de deux variables, d6finies sur des 

produits X • Y d'ensembles sans structure particulibre, et h valeurs dans un 

born6 de R. 

(A) Compldments sur les fonctions stables 

On dira que la fonction f : X • Y ~ R, bornde, est stable lorsque, pour toutes 

families (xi)i~1 CX, (yj)j~j C Y, et tous ultrafiltres a// et T sur I e t  J, on a: 

lim lim f(x,,yj) = lim lim f(x,,yj).  
i,~ j ,~  j, 'v i,0u 

I1 est facile de v6rifier que chacune des conditions suivantes dquivaut h la 

stabilit6 de f :  
(i) Pour toutes suites (x.)~=l CX, (y,,)7.=1C Y, il existe deux ultrafiltres non 

triviaux sur N, pour lesquels la commutation des limites a lieu. 

(ii) Pour toutes suites (x,)~=l, (y,,)7,=1 dans X, resp. Y, on a: 

inf f(x., y,.) =< sup f(x., y,.). 
n>rn n.<m 

Les fonctions born6es s6par6ment continues sur un produit de compacts sont 

stables. Inversement, si f : X  • Y-->R est born6e et stable, on lui associe deux 

compacts K, L, adh6rences pour la convergence simple de l'ensemble des 

fonctions partielles r~:y,, , ' , f(x,y),  x d6crivant X (resp. des ~'~:x,,~f(x,y),y 
d6crivant Y), dans R Y (resp. dans RX). Les 616ments de K (resp. de L)  sont 

appel6s les "types h gauche" (resp. "~t droite") de la fonction f. I1 existe alors une 

unique fonction f : K  • L-->R s6pardment continue born6e rendant le diag- 

ramme ci-contre commutatif. 

X •  f 

K x L  f 
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EXEMPLE 1.1. L'espace de Banach E (s6parable ou non) est dit stable 

lorsque l'application BE x BE -->R, (x,y) ,~l lx  + y lIE est stable. 

EXEMPLE 1.2. Si E est un espace de Banach, consid6rons l'application 

fE : BE • BE.--> R, (x, y*) ,~  (x, y*)E• Elle est stable si et seulement si E est 

r6flexif. (Il suffit pour le voiI' d'appliquer le crit~re de James (cf. [1], prop. 2).) 

Plus g6n6ralement: 

EXEMPLE 1.3. Si T:E- ->F est un op6rateur entre espaces de Banach, 

consid6rons l'application fT : B~ x Be. --> R, (x, y *),,,-- (Tx, y *)G• Elle est sta- 

ble si et seulement si T e s t  faiblement compact. 

L'exemple 1.2 constitue la situation la plus g6n6rale, car on a la: 

PROPOSITION 1.1. Toute fonction numdrique bornde stable peut se mettre sous 

la forme : / ( x , y )  = C.(u(x ), v(y ))~• o~ G est un espace de Banach rdflexi[, et 

u, resp. v, est une application de X clans BG (resp. de Y dans Be.). 

PREUVE. Notons I~(X), resp. l~(X) l'espace des familles born6es, resp. 

sommables, de r6els index6es par X. Si [ @ l~(X x Y), ix E l~(X)  *, u E I=(Y) *, 

on notera (/~(x),(~%),/(x, y))) la valeur de/X sur la fonction x ,,~ (l,,f(x, .)) (qui est 

darts I~(X)). On utilise le: 

LEMME 1.1. Avec les notations qui prdckdent, s i f  est stable, on a l'dgalitd : 

(1) (~x,(vy,f(x, y ))) = (vy,(/x~,f(x, y))). 

Notons F(Ix, v) cette valeur : alors la restriction de F dl B j~(,,), x B ,~o.r est stable. 

Admettons ce lemme pour l'instant, et consid6rons l'opdrateur: 

T: I ~ ( X ) * ~  l~(Y),  g ,~, T/x, d6fini par: Vy E Y, Tg(y)  = (/x,,f(x,y)). D'apr~s 

le lemme et l'exemple 1.3, T est faiblement compact, et se factorise donc par un 
espace r~flexif G (d'apr~s [5]) selon: 1 ~ (X)* ~ G --Y-> 1 ~ (Y). 

Soient ex (resp. e~) la forme lin6aire "~valuation en x "  (resp. en y), on pose: 

u(x)  = U(e~); v ( y ) =  V*(e~), et l'on a: 

f (x ,y)  = (e,, Tex) = (V*(ey), U(E~)) = (u (x ) , v (y ) ) .  

PREUW DU LEMME 1.1. L'6galit6 (1) est 6vidente lorsque g EI~(X), v E 

l~(Y), consid6r6s comme sous-espaces de I=(X) *, P(Y)*.  Dans Ie cas g6n6ral, 

tout 616ment/X de B,~(x). s'6crit/X = lim~,~g~, oh (/X~),~ est une famille de points 

de Bt,(x), ~ un ultrafiltre sur I, et la limite est prise au sens pr6faible 

o'(I=(X)*,P(X)). De m6me, pour tout v EB,-<~.)., on a: v=limj,~:vi, avec 
(vj)i~j CBt,r Comme il est clair que: 
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(/x,x,, (v,.,.f(x. y))) = lim lim (/x,,.,. (vi,., f(x, y))), 
i,o/J j,~V 

(v , . ,  (/x.~,f(x, y))) = lira lim (vj, y,,(~,,.,,f(x, y))), 

on voit que pour montrer (1), il suflit de v6rifier que F, qui est bien d6finie sur 

I~(X)• I~(Y), est stable sur Bt,(x)x B~,(y). 
Or si (/xm)7.=, CB~,~• et (u.)~=, CB~,~y~, posons: S = U~=, Supp(/x,.) et 

T = U~=~ Supp(u.); soient Ks.r et Ls.r les compacts de types de la restriction 

fls• (qui sont m6trisables, car S e t  T sont d6nombrables). On d6termine 

ais6ment des mesures/2,, sur Ks, r, ft. sur Ls,~ (en fait darts B~,~n~,~), resp. B~,(L~,~) 

telles que: 

F(tzm, u.) = fK..~• flS• r)dl2m (o')d~. (~'). 

Or si ~b:K x L--> R est une fonction s@ar6ment continue sur un produit de 

compacts m~trisables, on voit facilement (cf. [13], lemme II.1) qu'elle est de 1 ~rr 

classe de Baire, d'ofi l'application M ( K ) x M ( L ) - - > R ,  associant aux mesures 

(/.t, u) l'int6grale f,~(~c)• (x, y )dlx (x)de (y) est bien d6finie, et par cons6quent 

(d'apr~s le th. de Fubini) est s6par6ment pr6faiblement continue en /z,u. 

Appliquant cette remarque & fls• on voit que: 

lim lira F(/z,., v. ) = lim lim F(/.~,,, u. ), 
m,~,/ ndV n, ~' m,~ 

d'of~ finalement (1). 

Le fait que F soit stable (en restriction aux boules-unit6) r6sulte du fait qu'elle 

est manifestement s6par6ment pr6faiblement continue. 

(B) Fonctions superstables 

Etant donn6e une fonction f : X  x Y--~R born6e et un ultrafiltre ~ sur un 

ensemble I, on d6finit l'ultrapuissance f f /~:X~/@ • Y~/~--~ R de la mani~re 
suivante: 

Xt/@ est le quotient de X ~ par la relation d'6quivalence: 

(x,),~, ~ (x'~)~x <=> {i E I/x~ = x'~} E ~. 

Y ' / ~  est d6fini de m6me, et enfin: f'/~(~,~7)=lim,.ef(x,,y,), quand ~ = 

classe de (x,),, r / =  classe de (y,),. 

REMAROVE. Cbnsid6rons le cas de l'application qSE : B~ • B~ ~ R, 

(x ,y)~ ' l lx  +YI{~ associ6e a un espace de Banach E. La boule-unit6 BE,/~ de 
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l'ultrapuissance E~/@ (au sens de [4]) de l'espace de Banach E s'identifie ~t un 

quotient ((BE)'/@)/g~ de l'ensemble (BE)'/@ avec: 

(x,) ~(x'i) 4:~ lim It x, - x ;11 = 0. 
i,@ 

On a l e  diagramme commutatif ci-contre, o~ 7r est la surjection naturelle. 

(B~)' /~ x (B~)'I~ 

~ ~ 
DI~FINITION 1.1. L'application born6e f : X  x Y-~ R e s t  dite superstable si 

toute ultrapuissance de f est stable. 

Aux exemples 1.1 h 1.3 correspondent les exemples suivants: 

EXEMPLE 1.4. Espaces de Banach superstables. (Voir d6f. 0.1). 

EXEMPLE 1.5. "f~ est superstable" 6quivaut h: "E  est superr6flexif". 

EXEMPLE 1.6. "fT est superstable" 6quivaut ~: " T e s t  super-faiblement 

compact" (i.e. ses ultrapuissances T ' / ~  sont toutes faiblement compactes). 

C'est la notion d'op6rateur "uniform6ment convexifiant" introduite par B. 
Beauzamy dans [2]. 

C'est l'exemple 1.6 qui repr6sente la situation la plus g6n6rale (et non 

l'exemple 1.5, contrairement h ce qui se passe pour les fonctions stables). 

PROPOSITION 1.2. Toute fonction num&ique bornde superstable f :  X • Y--~ R 

peut se mettre sous la forme : f ( x , y ) =  ( T u ( x ) , v ( y ) ) ~ o . ,  oft: 

T : F--~ G est un op&ateur uni[orm~ment convexifiant ; 

u, resp. v, est une application X--~ BF, resp. Y-~ Be..  

La proposition se d6duit du lemme suivant, comme la prop. 1.1 se d6duisait du 

lemme 1.1. 

LEMME 1.2. Soit : f : X • Y ~ R une application born~e superstable ; 

F : I~(X)* • I~(Y)*---~R l' application associde par le lemme 1.1; notons A f  la 

restriction de F aux boules-unitd de l~(X) * et l~(Y)*. 

AIors A[ est superstable. 
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PREUVE. (a) Supposons avoir montr6 qu'il existe deux applications s e t  t 

rendant le diagramme ci-dessous commutatif: 

(B,-~xr)'l~ x (B,-o , r ) ' /~  
(Af)'l~ 

s t N 

Bmx,/~). x Bt~(Y'/e] �9 

On a alors les implications suivantes: 

f superstable ~ f l / ~  stable ~ A( f f /@)  stable (lemme 1.1) ~ (A f ) I /~  
stable (diagramme ci-dessus), d'oO A f  est superstable, et le lemme 1.2 s'ensuit. 

(b) Montrons l'existence de s et t. On a des plongements canoniques (lin6aires 

isom6triques): 

u : l ~ ( X ) * ' / ~  ---~(l~(X)I/~)*; v : l ~ ( Y ) * ' / ~  - - * ( l ~ ( Y ) ' / ~ )  * , 

h : l~ (X) ' /~  --~ l~ (X ' /~ ) ;  k :I~(Y)'/@ --~ l~(Y'/@), 

d6finis de la mani~re suivante: si/2 = (/z,), E l~(X)*' /~,  ~ = (49,), E l~ (X) ' /~  et 

= (x,), E X'/@, on pose: 

(u(/2),4;) = lim (tx,,49,); h(~) (~)  = lim 49, (x,) 

(et les d~finitions analogues pour v e t  k). 

Le th6or6me de Hahn-Banach donne des sections (non lin6aires) conservant 

la norme, o- et r, aux projections h* et k*, transpos6es de h et k. Posons 

S = o" o u, T = r o v : ce sont encore des applications (non lin6aires) conservant la 

norme: 

S : l~(X)* ' /~  ~ I ~ ( X ' / ~ )  * ; T : I ~ ( Y ) * ' / ~  ~ I*(Y'/@)*. 

Si F est l'application associ6e ~t f par le lemme 1.1, un calcul facile montre que: 

Vii ~ l~(X)*' /~,  VP E I~(Y)* ' /~,  

(2) F ' / ~  (/2, i)) = ((S/2),~), ((T~;),,), f ' / 9  (.~,))))). 

Les restrictions de S e t  T aux boules unit6 permettent alors de trouver s e t  t 

(apr~s un passage au quotient comme dans la remarque ci-dessus). 

II. Espaces de Banach superstables 

L'objet de cette partie est de montrer le th6or~me 0.1. Le lemme qui suit 

permet d'appliquer la proposition 1.2 ~ des fonctions d6finies sur tout l'espace et 

d 'en d6duire le th6orbme 0.1 par int6gration. 
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LEMME 2.1. Soit E un espace de Banach  superstable. 

(i) Si p E [1,2[, il existe une fonction t) : E x E ---~R born~e superstable, telle 

que : 

(3) Vx, y ~ E ,  IIx + Y l I ' - I [ x  I]' -IlY I1' =IIxII':='[lYlIP'='~(x,Y). 

(ii) Plus ggndralement pour tout p E [1,~[, il existe un entier k = k (p ) et des 

r#els ~ ,  0 < a ~ < p  ( i = l , . . . , k ) ,  ainsi que des fonctions superstables t~,: 

E x E---~R, tels que : 

k 

(4) Vx, yEE, IIx +YIIP-[IxlIP-IlYl[ ' -- ~ Ilxll~ ' ~ 4,.(x,y). 
i = 1  

PREUVE. (i) Le cas l <_ p < 2 

On pose: 

(]]x + y  [[~-]Ix ][PP/~][YH lip si x et y sont non nuls, 

4,E(x,y)-- t0 IIxIl~'~'llr 
six = 0 o u y  = 0 .  

D'aprbs [13] (lemme II-2), tp~ est born6e, et plus pr6cis6ment: 

(5) ~(x,y)<- C(p). ^ [Ix II 

et de plus, si E est stable, alors 4'~ est stable. 
Supposons que ~ ne soit pas superstable. 

I1 existe alors e > 0  et, pour tout N, deux familles (x~L~,  ( y ~ = j ,  dans E 
telles que: 

(6) Inf 4 , ~ ( x ~ , y ~ -  > Sup ~b~(x~,y~+e.  
l<_i<j<_N l<=j~i~N 

(Comme on le voit facilement au moyen de la condition (ii) 6quivalente h la 
stabilit6, cf. I.A). On peut supposer les x; ~ et y~' non nuls. 

Afor t ior i  l 'une des in6galit6s suivantes est v6rifi6e: 

(7a) Inf ~bz(x~,y~_- > e/2,  
l,<i<j<__N 

(7b) Sup qJ~(x~,y~<=-e/2. 
I~: j~i~N 

D'autre part ~b~ est homogbne de degr6 0. On peut donc supposer que: 

IIx)'ll = 1, darts le cas o~ (7a) est v6rifi6e; 

IIx~ll = 1, dans le cas o/a (7a) n'est pas v6rifi6e. 
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Supposons 6tre dans le premier cas; de ~bE (x ,~, y ~  => e/2 (Vj = 2 , . . . ,  N), on tire 

grfice 5 (5): 

(8) O<m(e,p)<-_[[yT[l<-_m(e,p~), avec m(e,p)= 

Puis de tpE(x ,~ ,y~-  > _ e/2, on tire de m~me: 

1 
(9) 0 <  m(e,p) 2<-[[xyll=< m(e,p) 2 

(Vi -- 1 , . . . , N -  1). On a des indgalitds analogues si (7b), et non (7a), a lieu. 

Selon un proc6d6 standard, on pose x;~=0 (resp. y ~ = 0 )  pour i > N  (resp. 

j > N), et on consid~re dans une ultrapuissance /~ = E'~/~ (~ 6tant un 

ultrafiltre non trivial sur N) les 616ments )?,, % images des suites born6es (x ;~)~=~ 

et (yN)~l .  D'apr~s (8) et (9), on a 2~,~ 0, ~i~0,  et il est alors imm6diat que: 

0~ (2~,,35j) = lira O~(x;~,y~, 

de sorte que d'apr~s (6): 

Inf qJ~ (s > Sup qJ~ (s :~j) + e. 
I<i<j i>j>l 

Par cons6quent ~,~ n'est pas stable, donc /~ n'est pas stable, et E n'est pas 

superstable. 

(ii) Le cas gdndral 
Suivant [13], preuve du lemme II.3, on 61~ve ~, la puissance I (1 • N , ,  l > p/2) 

l'6galit~ obtenue ~ partir de (3) pour l'exposant p/l (au lieu de p). On obtient 

alors (4), les 0~ apparaissant comme produits de fonctions superstables, doric 

6galement superstables. 

On peut donner maintenant la preuve du thdor~me 0.1. 

Du lemme 2.1 et de la prop. 1.2 on d6duit en effet que: 

k 

(lO) Vx, y E:llx +y[I p -[Ix [Ip -[]y [[P= ~ Ilxll .[]y [[p ~' 
i - I  

pour certains op6rateurs T, :F , -~  G, uniform6ment convexifiants, et certaines 

applications u~ : E --~ B ~;, v~ : E ~ B~;. 

Posons alors: fi,(x) = ]Ix [1"'" u,(x) et 15,(y)= Ily l[ ~ ~ v,(y); posons aussi p, = 

p/a~ et q, = p / ( p - a , )  (exposant conjugu6 de p,). On a: 1 <p~ <oo. 

S i f  et g sont deux fonctions 6tag6es mesurables dans la boule-unit6 de 

L p (E), on constate que fi, of, tS~ og sont dans les boules-unit6 de LP,(F~), resp. de 
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Lq,(G*). En rempla~ant dans (10) x et y par f(o)) et g(to), et en int6grant, on 

trouve: 
k 

(11) Ilf +gll;.(~,-Ilf[l~.,~,-IIg]l~.(~,: ~ (Le,(T,)a, of.~, og) 
i = l  

off LP'(Z)  est l'op6rateur LP,(F~)--~LP,(G~), h ,~, T~ oh. 
C'est un op6rateur uniform6ment convexifiant (voir [2], cor. de la prop. II-3) 

de sorte que dans (11) les crochets de dualit6 sont fonctions superstables de f, g 

(quand [, g sont dans la boule-unit6 de L p (E) et 6tag6es). On conclut alors par 

densit6 des fonctions 6tag6es mesurables dans L P(12,E). 

III. Piongements uniformes dans un espace superstable 

Le but de cette partie est de d6montrer le th6or~me 0.2. 

Soit (b:X--->E un plongement uniforme de l'espace de Banach X dans 

l'espace de Banach superstable E. 

Posons pour tout r C R+: 

x[t(r)= sup <~b(x)-~b(y)[[ et ~b(r)= Inf 
IIx - y l l -  ~ , II~ - y l [  -~r 

On a 0 < ~b(r) < W(r) < oo pour tout r > O, et ces fonctions sont croissantes, nulles 

en O, continues en O. On a: 

(12) Vx, y E X ,  

Inversement (12), et les conditions qui precedent sur ~ et xp" entraient ~v 

entrainent la propri6t6 de plongement uniforme pour ~b. 

Posons d(o)(x,y)=[lck(x)-4~(y)[lE: c'est une distance (super)stable 

6quivalente ~ la norme de X (mais non invariante en g6n6ral). 

Soit ~ la famille des sous-espaces U de X tels qu'il existe sur X tout entier 

une distance du telle que: 

(a) du soit invariante par translation par les vecteurs de U. 

(13) (b) Vx, y E X ,  ~([]x-Yll)<-_du(x,y)<~t'([[x-y[[). 

(c) I1 existe une ultrapuissance L de ll[E] et une application 

u : X---~ L telles que : Vx, y ~ X, du (x, y) = II u ( x ) -  u (y)ll,. 

(La notation l~[E] d6signe ici l'espace des suites (x.). C E telles que E. [Ix. [[ < 
oo). 

I1 est clair que (0)E ~. D'autre part ~ est un ensemble inductif (croissant) 

pour l'inclusion. En effet soit ~ = (U,)~t une famille totalement ordonn6e pour 

l'inclusion d'616ments de ~,  et soit W = U,~IU,. 



Vol. 44, 1983 ESPACES DE BANACH SUPERSTABLES 43 

Soit ~ un ultrafiltre sur ~t?, plus fin que le filtre des sections finissantes, et 

posons: Vx',y E X, dw(x, y ) = limt~oudu(x,y). 

La condition (13b) est v6rifi6e par dw ; il en est de m6me de (13c) car L~/all est 
encore une ultrapuissance de I l [E] (cf. [4]). Enfin (13a) est 6videmment v6rifi6e 

quand le vecteur de translation est dans I,.J~U~, puis par continuit6 de dw 

(d'apr~s 13b) quand il est dans W. 

Appliquons maintenant le th6or~me de Zorn: soit 0 un 616ment maximal de 

~,  on va montrer que 0 = X. Dans le cas contraire en effet soit Xo E X \ 0 et 

V =  0 ( ~ R . x o .  Posons: 

1 do x + ~ ' x 0 , y  + ~ ' X o  (14) Vx, y E X ,  VN_-__I, d ~ ( x , Y ) = 2 N 2 + l k =  - ~ 

On voit imm6diatement que d~ v6rifie (13b); elle v6rifie aussi (13c), car si 

L = l l[E] ' /~ ,  alors I~2N2+I[L] ~ (I~N2+~[I~[E]])'/~ -~ 11[E]'/~ = L (isom6trique- 

ment). Enfin d~ v6rifie (13a) approximativement, en ce sens que, comme un 

calcul simple le montre ais6ment: 

I x I --< N I d + Xx0, y + ax0) - d y)l 
(15) 

=< " + 2 N  

Soit alors ~ un ultrafiltre non trivial sur N, et posons dr(x, y ) =  lim~.~ d~(x, y)  

alors dv v6rifie (13), donc V E o~, ce qui est contradictoire. D'oO X ~ ~. 

Soit B u n  dx-born6 de X, et L e t  u associ6s h dx par (13c). Comme u ( B )  est 

un born6 de l 'espace L superstable (cf. th6or~me 0.1), on voit que dx, restreinte 

h B x B, est superstable. 

REMARQUE. La question reste ouverte de savoir si l'on peut, sous les 
hypotheses du th6or~me 0.2, trouver une norme 6quivalente stable sur X. 

IV. Espaces de Banach poss6dant une distance 6quivalente invariante et stable 

THI~ORI~ME 4.1. Si l'espace de Banach E poss~de une distance invariante 

uniformdment ~quivalente ?t la norme et stable, il contient un sous-espace 

isomorphe ?tun espace I p, pour un certain p E [1,oo[. 

La partie IV donne la preuve de l'existence d'un isomorphe d'un I p ou de Co 

dans E ;  la partie V (th6orSme 5.1) excluera le cas de Co. 

La preuve, analogue ~t celle de [13], th. IV-1 dans ses grandes lignes, n6cessite 



44 Y. RAYNAUD Isr. J. Math. 

l 'introduction d'un espace de types "plus grand" que celui associ6 naturellement 

/a la distance invariante. 

II est clair qu 'on peut supposer E s6parable (ce qui ne sera utilis6 que dans la 

proposition 4.1). 

1. Ddfinition d 'un  espace de types agrandi 

Soit d la distance invariante sur E, et posons N ( x ) = d ( x , O ) : N  est une 

fonction sous-additive et sym6trique, et l 'on a d ( x , y ) =  N ( x -  y). 

Soit Z = R x E ; / t  la fonction 4' : E • Z ~ R+, d6finie par: ~b (x, ~) = d (hx, y) 

lorsque ~" = (A, y) on peut associer son espace de types h gauche O, d6fini selon le 

I.A comme adh6rence des ~b (x,.), x ~ E, mais non compact en g6n6ral (sauf s id  

est born6e). On a une injection (hom6omorphique) d'image dense E ' - , O ,  

x ,,,* z~ = 4~(x," ):~'~ est le "type r6alis6 en x" .  (zo est appel6 "type nul"). 

Cette d6finition permet d'introduire deux op6rations analogues ~ celles de 

[131: 

* Convolution. O x O - - ~ O ,  (o',z),,~cr*r, d6finie par: 

tr*~- = lim lim (x~ + yj) quand tr = limx~ 
i , ~  j, ~" i , ~  

((x,), 6tant une famille dans E et �9 un ultrafiltre) et r = limj.~y~. 

* Dilatation. R •  (p,{r),,,-,p.o', d6finie par: p . { r ( h , y ) = o ' ( p M y )  

pour tout (h, y) E Z. On a p �9 {7 = lim,.~,p �9 x, quand {r = lim,~zx,. 

La convolution est commutative, et s6par6ment continue en ses arguments. La 

dilatation (p, or),,,'*p "o" est continue /~ droite. Si {9b est le sous-espace de | 

constitu6 par les types approchables par des families de E born6es en norme, on 

constate que la dilatation est continue h gauche sur R x {9 ~. 

La fonction N se prolonge h {9 si l 'on pose N(o') = o-(1,0) pour tout {r ~ {9. 

Pour M ~ R+, posons O~ = {o-E O/N(o')<= M}. C'est un compact de {9. 

Posons enfin r0 = Sup{M > 011a d-boule B (0, M) est born6e en norme}. Pour 

tout M < ro, on a OM C O b. On dira qu'un type r est admissible si N(z)  < ro. 

2. ModUle dtal~ associd fi un type r E 0 b 

Soit z E O b u n  type non r6alis& On met sur la somme directe alg6brique 

S = E O R ' ~ , O R ' ~ z O " " O R ' ~ .  O " "  (de E et une suite de copies de R) la 

distance invariante d associ6e ~ la fonction sous-additive sym6trique: 

N(x  + h ~ . s  r  +hk '~k)  = A , . z * h 2 . z * . . - * h k - ~ - ( 1 , x ) .  
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I1 est clair que N e s t  sym6trique par rapport aux ~:~ ; si de plus le type ~- est 

sym6trique (i.e. z = - r ) , N  est 6galement inconditionnelle en les ~:a : 

N(x + e,h~:~ + e2A2~:2+'" + ekAk~:k) = N(X + h ~ i  + A2SC:+''" + Ak~k) 

pour tout choix de signes (e~). 

Si ~-= lim~oux~, on a: 

N(x +Al~l + " "  + hk~:k) = lim lim . . .  lim N(x + Ai, x~, + . . -  + A~x,~). 
i l  ,~ i2,~ ik, ~ 

La structure uniforme d6finie par N e s t  normalbe, il suflit de poser: 

IIx + A , . r  +Ak~klf = lim lim . . .  limllx+h~,x~,+...+h~kx,~[ [. 
i l  , d~/ i 2 , ~ /  i k , ~ /  

On v6rifie ais6ment alors qu'il existe une norme III III sur S, sym6trique 

inconditionnelle en les ~:~ et uniform6ment 6quivalente h d. 

Soit F l e  compl6t6 de S (l'espace (F,d) est le "modUle 6ta16 au dessus de E 

associ6 au type z").  (~)7-, est une base sym6trique (de constante 1) pour la 

norme III III du sous-espace de F qu'elle engendre. 

3. Classes coniques minimales 

Une classe conique est, comme dans [13] une partie de O stable pour la 

convolution et la dilatation, ferm6e, et non r6duite au type nul. Elle est dite 

admissible quand elle contient un type admissible (non nul). 

LEMME 4.1. Toute classe conique admissible contient une classe conique 
admissible minimale. 

PREUVE. Posons pour tout r < ro:S, = {z ~ O/N(~') = r}. Si C est une classe 

conique admissible, alors C A S,~2~ (en effet si 0 <  N(~-)< to, l'application 

h ,,~,N(Ar) est continue et l im,~N(hr)>=ro). C f-I S, 6tant un compact non 

vide, une application du th6orSme de Zorn permet de d6duire le lemme 4.1. 

I1 est facile de voir qu'une classe conique admissible minimale, non triviale 

(i.e. non r6duite h une droite de E )  ne contient que des types sym6triques. 

PROPOSITION 4.1. (On suppose E sdparable). Toute classe admissible 

minimale non triviale Co est la classe conique engendrde par un type admissible 

sym~trique (non nul) z tel que : 

( P ) V a ~ R ,  3 / 3 ( a ) E R ,  lv lal<=fl<=l+[a[,  t e l q u e r * a . r = ~ ( a ) . r .  

La preuve de cette proposition s'articule sur le: 
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LEMME 4.2. (suites "approximantes"). Soit cr un type sym~trique admissible. 

Pour tout ot ~ R on peut trouver 13 E [1 v l a I, 1 + l a I] et une suite (.c~ ):=~ de types 

symgtriques dans la classe conique engendrge par tr, et tels que : 

(i) 3a ,  b@R+,  avec Vn E N , ,  O<a<=N(r, )<=b<ro.  

(ii) 'CA E R ,  l im, . .  Sup~E t~ ' , *o t r , (A , x ) -~ - r , (A , x ) l  =0.  

La preuve de ce lemme se d6duit avec des modifications 6videntes de celle du 

lemme IV-4 de [13] (le point important 6tant la sym6trie de la suite (r du 

mod61e 6ta16 associ6/~ o-, relativement ~ Ill Ill ). On en d6duit la proposition 4.1 

en consid6rant le G8 dense des points de continuit6 des fonctions 

h~.~.~ : r  "~ r * a~'(A, x ), sur le compact Ko = Co f3 O,, de mani6re tr6s analogue 
la preuve du lemme IV-6 de [13]. 

4. Types vgrifiant la proprigtg (P) 

On appellera /P-type, resp. c0-type un 616ment r ~ O non nul tel que: 

V a e R ,  ~-*~r = (1+1~ IPyP.~ (resp. = (1 v [a [)" r) .  

LEMME 4.3. [.In type sym~trique admissible (non nul) z qui vgrifie la propridtd 

(P) (cf. proposition 4.1) est un lP-type ou un Co-type. 

C'est l 'analogue du lemme III-1 de [13], mais la preuve ne s 'adapte pas au cas 

pr6sent. 

PREUVE. (a) Calcul de z *" 

On a r * r  = h  .7" et r * r * r  = /a . - r  (avec h = r i O )  et /~ = fl(h)). 
Par r6currence on voit que: 

r* (2~=At ' r  et z*~3~)=/x ~ ' r .  

Supposons que: 

(16) 3 k =< 2 t < 3 k+1 . 

Comme la norme II[ Ill du modele 6ta16 F associ6 b. z e s t  inconditionnelle, on 
a :  

(17) III ~, + "  + ~ III --< I11 r + ' "  + ~2, ill --< Ill ~, + " "  + ~ * '  II1. 

P o s o n s  a, = III r + " -  + r III, o n  a: 

  FII,+ +,,.fl I = "aT ' 
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donc  il existe un r > 0 (ne d6pendan t  pas de k ni de l) tel que:  

r < = N  ~ + ' " + ~ 3 ~ + ' a t  = N  \ ( 7 " ] ' 3 ~ + ' ] = N ( ~ L r - ] = N ( ~ a l  / J \ at / 

o < p ~ ~L_ZL. ~, = �9 III ~, Itl. 
at at 

d 'o~  il existe p, 

(18) 

D ' a u t r e  part :  

(19a) 

d 'o~  il existe p ' ,  

N (  ~1 + itt = N O ' )  = N(~t)  > 0 

(19b) 0 < p ' =  itt 

D e  (18) et (19) on d6duit:  

/~  > OO' 
i t '  = ~ III r III 

(p et  O' ne d6pendan t  pas d e  k, 1). De  m~me,  en utilisant l ' in6galit6 de gauche  

dans (17), on ob t iendra i t  une minora t ion  de it t//zk, d'o/a f inalement :  

k < ~ _ _ < 1  
(20) 3a ,  b > 0 ,  Vk, l E N ,  t e l s q u e ( 1 6 ) ,  o n a :  a = i t t = b  " 

On  voit  fac i lement  que ceci en t ra ine  l 'exis tence de a -> 0, tel que it = 2%/z = 3 ~. 

Plus g6n6ra lement  on verrai t  de m a m e  que: r*"  = n ~ �9 r .  On  pose  p = 1/a.  

(b) Cas  p < o~ 

Soit Q~p = {p E R+/p p @ Q}, alors pou r  tout  p = ( j / k )  '/p E Q~+/p, on a: 

~" *p~" = k ' '  (k  t/p. ~- * j ' / " .  ~') = k -1/~ (~-*~ * ~-*J) 

= k ~/Pr *~k+n = " r  = (1 + p P )  ' / p ' r .  

Par  densit6 de QI+/, dans R+, et continuit6,  on a donc:  r * p z  = (1 + pp) l / , .  ~. pour  

tout  p E R+, done  r e s t  un /P-type.  

(c) Cas p = o~ 

On a donc  ~- * ~- = r. Soit a < 1 et /3 = /3  (a ) .  Posons:  

r = r * a r * a a r * . . . * a t ~  ". On voit  a i s6ment  que: 

~ . , ( , ~ , , ~ ) , (  2 ~ , , , ~ ) , . . . , ( , ~ , ~ , ~ t ~ ) , a , + l ~ .  = ~,+t. 
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D ' au t re  part  le premier  membre  s'6crit: 

(r* =/3 

D o n c  7rt+, =/3 .Tr, et par cons6quent :  7r~ =/3t  �9 7to =/3t  .r .  D 'o~  l 'on a: 

(21) 

D 'au t re  part:  

(22) 
1-or" 

C o m m e  la norme ill I1[ et la distance d associ6e ~ N sont 6quivalentes,  les 

relations (21), (22) ne sont compat ibles  pour  tout  l E N,  que si /3 =< 1. Donc  

/3 = 1 = 1 v a, et ~- est un co-type. 

5. Existence d ' u n  isomorphe de I p ou c~ dans E 

Elle r6sulte de la proposi t ion suivante (analogue du th. III-1 de [13]). 

PROPOSITION 4.2. Soit - run  lP-type (ou un co-type) admissible. 

Pour a > 0 su f f i samment  petit et pour tout e > 0, on peut trouver une suite (yj)~j 

dans E telle que : 

(i) ~N(a.r)  <= N ( a y l )  =< 2N(a~')  < ro. 

(ii) Vn ~ N , ,  VAI , . . . ,A ,  E R  avec (E;'=I]AjFP) ~/p <-a, on a :  

N A~yj - N ] )t i ]P �9 y, =< e. 

(On  convient que (YT_~ [)t, [P)'/P = VT=~ [At I quand p = ~). 

En prenant  e < ~ N ( a r ) ^ ( r o - 2 N ( a r ) ) ,  et en utilisant l '6quivalence ent re  

distance et norme,  on voit que (Yi), est 6quivalente h la base naturel le  de I p 

(resp. Co). 

La preuve  de la proposi t ion s 'articule sur le lemme suivant (analogue de la 

prop. III-1 de [13]): 

LEMMA 4.4. Si ~ E |  si G C E est un sous-espace de dimension finie, alors 

pour tous r ( 0 <  r < ro), e > 0 ,  a < ~ ,  il existe y E E tel que : 

(i) (1 - e ) N ( 7 )  <= N ( y )  =< (1 + e )N( r ) ,  

(1 - e ) m ( a r )  <= N ( a y )  _--< (1 + e)m(a .r ) ;  

(ii) V x E G  avec N(x)<=r,  VA E R  avec IAl<=a, on a :  

I 
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PREUVE DU LEMME 4.4. Si 7" = lim, Juy,, avec Sup, llY,[[< o~, alors cette limite 

est uniforme sur le compact  {[Al<=a}x{N(x)<=r} de R x G ,  d 'apr6s le 

th6or6me d'Ascoli.  

PREUVE DE LA PROPOSITION 4.2. I1 est facile d 'adapter  celle du th. I I I -1  de 

[I3]. Fixons rl et r2 avec 0 < r, < N(7") < r2 < ro, puis a > 0 tel que 2N(aT") < ro et 

que: 

I A I ---< a et N(x) <= r2 ~ N(Ax) <- r~. 

Fixons aussi (ej)y-1 avec ej > 0 et E~-i ej = e. Supposant avoir construit y~,.- . ,  

y.-1, on peut, en appliquant le lemme 4.4 h l 'espace E G R  - ~:,, t rouver y,,  tel 

que: rl<=N(y,)<=r2, et si A 1 , ' " ,  A, E R ,  avec  (~7_llA, lP+IAlP)I/P<~a alors 

-- " y l  < e , , =  ~ ei 
j = l  /=1  

(on impose aussi la condition (i) de la proposition 4.2). 

V. P longements  uni formes  de la boule  unit6 dans un  espace stable 

Le principal r6sultat de cette partie est la: 

PROPOSITION 5.1. Si sur la boule-unit~ de I'espace de Banach E il existe une 
distance ~quivalente stable, alors dans E toute suite basique 6cartable (e,), est 
inconditionnelle. 

Dans cet 4nonc6 les notions d'4cartabilit4 et d'inconditionnalit6 s 'entendent  

au sens " i somorphe"  (ainsi (ej)j est dite 4cartable quand 3K1, K2 > 0 tels que Vn 

et I i < ' " < l . , V A , ,  A 2 , . - . , A . ~ R :  

PREUVE. Soit n E N . ,  et (ej)7:l un choix de signes, et posons: 

A =  ~ et B =  ~ eje, 

Supposons par exemple A => B. Les points (1/A). E~'=lej et ( l / A ) .  E~'=l ejej sont 

dans Be. Soit ~ un ultrafiltre non trivial sur N. On a: 

12e, 42e,, 1 = ~- =< KI lim lim . . .  lim , 
j = l  il o~/ i2, o// in,~ll z - I  =1 

A - A e/ej _-> K2 lim lim . . .  lim &e,, 
j = l  il,~ i2,aR in,e~l 1=1 
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Soit L l e  nombre de signes positifs parmi les e,, on a: 

l ieu+e, :+ . - -+e , . l ]<= Ct le , ,+e ,~+. . .  +e ,~ -e ,~+ , -  . . . .  e,]l 

o/1 C ne d6pend que de la constante de base de (e,)~. 

Soient: p~ > 0 tel que d (x, y) =< p, ~ II x - y II --< 1/2CK, ; p2 le d-diam~tre de la 

boule tx E Ell}x II => B/AK2}.  On a: 

l i m l i m - . . l i m d  ~ e , , ,  1 e,, >=p,, 

(23) 
!im l i m . . . l i m d (  1 ~ e ' , 'A ~ e~,)--<0~. 
t 1,0// i2 off in,all e l =  1 e l = - I  

Admettons pour l'instant que: 

/ 1 
(24) l im. . ,  lim dl--X- e,,,--r- e,, 

"1o2l in ,q  l \ - " 1  1=1 m I = L + I  

= l i m ' " l i m d (  1 ,=~+ e~,, 1 
i l ,  ql in,all \ ~ = 1 

, ,~ ,  e~,). 

(23) entraine alors que p2 = p,. Soit r > 0 tel que: [Ix - y II =< r ~ d (x,y) -<__ p112. 
En raisonnant par l'absurde, on voit que: 2B/AKz  > r, donc: A / B  < 2/rK2, d'ofi 

l'inconditionnalit6 de (e,), ,  et la proposition 5.1. 

Montrons donc (24). Soit ~- la permutation de {1, ' . . ,n} ,  appliquant P = 

{l/el = + 1} sur {1, . - - ,L} et O ={l/E, = -1}  sur {L + 1 , . . . ,n} ,  en conservant 

l 'ordre sur chacun de ces ensembles. On a: 

( 1  =~+ 1 ~, ) lim lim d ( 1  t=~l 1 ~+ ) (25) lim. -. lim d e~,, A e~, = ""  e~,, e~, 
i , .~ i. .~ ~, 1 ~,=-1 i ~ , . . ~  i ~ n ~ . ~  -A --A I =  1 " 

(24) sera donc montr6e si pour une telle permutation 7r, on a: 

(26) lim d (x,,...,L, Y,L+,-.. ,.) = lim d (x,,...,~, y,~+l.., in ) 
~ x . .  ,x~Z ~ Z x . - - x ~  

(i# O ) " ' "  i#(n )) (i l  ," " ", in ) 

pour toutes families (x,,...,~),l.....,~N et (y, .... ...,,.), .... ....,,~N dans E. Or (26) se montre 

par r6currence surn .  Pour n = 2, c'est la propri6t6 de stabilit6 de d. Si P ou Q 

contient deux entiers successifs k, k + 1, on se ram~ne au cas d'une permutation 

s u r n  - 1 objets en consid6rant r  ~ comme un ultrafiltre sur N au moyen 

d'une indexation de N 2 par N (voir [4] pour la notion d'ultrafiltre produit). Dans 

le cas contraire, on a par exemple: n - 2 ~ 0,  n - 1 ~ P, n E O ; alors (n - 1) = 

L et , r ( n ) =  n. Comme, par stabilit6: 

lim lim d(xu...~L, Y~+I---,.) = lim lim d(x, , . . .  Y~+,...,n) 
L,~ n,~/ n,a// L ,q/  " IL~ 

on est ramen6 au cas off n - 2 et n - 1 ~ Q, n E P : c'est-h-dire au cas pr6c6dent. 
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Quelques applications de la proposition 5.1 

(1) La base sommante (sn)~-i de Co (d6finie par sn = X ~ = l e t ,  (e~)~ 6tant la base 

naturelle) est 6cartable non inconditionnelle. D'ofi le: 

THt;ORI;ME 5.1. Sur la boule-unit~ de co, il n'existe pas de distance 

uniformdment dquivalente stable. 

Un plongement uniforme th :B~o~-~E d6finit naturellement une distance 

6quivalente d : d (x ,y)  = [[qS(x)- 4,(y)ll. D'ofi le: 

COROLLAIRE. Il n' existe aucun plongement uniforme de la boule-unitd de co 

dans un espace stable (et afortiori dans un espace de Hilbert). 

PROPOSITION 5.2. Soit E un espace de Banach dont la boule unit~ se plonge 

uniformdment dans un espace de Banach stable F au moyen de ch : B~ ~ F. 

Alors : 

(a) E n e  contient pas de sous-espace isomorphe ?t Co. 

(b) Toute suite fondamentale de modOle dtald sur E (au sens de [3]) qui est 

basique, est inconditionnelle. 

(c) Si E n' est pas r~flexif, il poss~de un module dtald isomorphe ?l I 1. 

PREUVE. (b) Analogue ~ celle de la proposition 5.1. 

(c) Si (x.),  est une suite de E faiblement de Cauchy non convergente, et (e,),  

une suite fondamentale de mod61e 6ta16 construite sur (x,), ,  alors (e,),  est 

basique de type l~+ (cf. [8]), donc 6quivalente ~ la base canonique de I l . 

PROPOSITION 5.3. Soit ~b : Be ~-> F comme dans la proposition prdc~dente, F 

~tant maintenant suppos~ superstable. Alors : 

(a) E a un cotype. 

(b) E est B-convexe si et seulement s'il est superrdflexif. 

En effet on d6duit de th un plongement uniforme t h : BE,/~ --~ F~/@ pour toute 
ultrapuissance E I / ~ ,  en posant: ~b((x,),) = (~b(x~)),. Comme (12) est v6rifi6e par 

~b, elle l'est pour ~. I1 r6sulte de ce qui pr6c~de que E I / ~  ne contient pas Co, 

donc E ne contient pas les 17 uniform6ment, donc d'aprbs [14] a un cotype. Le 

point (b) r6sulte clairement du point (c) de la proposition 5,2. Notons qu'il existe 

des espaces B-convexes non r6flexifs (cf. [12]), d'ofi l'int6r6t de la proposition 

5.3. 

" R E M A R Q U E  5.1. Avec des techniques analogues h celles de [9], on pourrait 

montrer que si E se plonge uniform6ment dans un espace superstable, alors E 

est faiblement s6quentiellement complet. 
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